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ВВЕДЕНИЕ 
Тонкие магнитные плёнки в отличие от массивных магнитных 

сердечников могут находиться в однодоменном состоянии с од-
нородной намагниченностью M по всему объёму даже при слабых 
внешних магнитных полях. Это связано с тем, что энергия обмен-
ного взаимодействия, противодействующая неоднородному рас-
пределению намагниченности, превосходит энергию полей раз-
магничивания, минимизирующуюся в многодоменном состоянии. 
Вектор намагниченности M тонкой магнитной плёнки из магнито-
мягкого материала способен легко изменять своё направление в 
плоскости плёнки под воздействием внешних магнитных полей. В 
диапазоне сверхвысоких частот (СВЧ) магнитная восприимчи-
вость тонких магнитных плёнок резко возрастает при выполнении 
условия ферромагнитного резонанса (ФМР). Поэтому тонкие маг-
нитные плёнки из магнитомягкого материала находят широкое 
применение в различных датчиках и, прежде всего в датчиках 
магнитного поля, а также в управляемых устройствах СВЧ [1]. 

В устройствах СВЧ тонкие магнитные плёнки, являющиеся ква-
зидвумерными объектами, удобнее всего помещать в планарные 
линии передачи, например, в микрополосковые линии. Во-
первых, это обеспечит высокий коэффициент заполнения линии 
передачи магнитным материалом и эффективное взаимодейст-
вие намагниченности плёнки с электромагнитной волной. Во-
вторых, микрополосковая линия, являясь открытой линией пере-
дачи, не будет экранировать магнитную плёнку от воздействия 
внешних радиочастотных магнитных полей, что позволяет ис-
пользовать такую структуру в качестве датчика магнитного поля 
[2–7] или магнитной антенны. 

В устройствах СВЧ используются как диэлектрические ферри-
товые плёнки, так и металлические ферромагнитные. Магнитная 
добротность плёнок из магнитомягких материалов характеризует-
ся отношением намагниченности насыщения M к ширине линии 
ферромагнитного резонанса ΔH. Чем больше отношение M /ΔH, 
тем выше магнитная добротность. 
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Из ферритовых плёнок наибольшей магнитной добротностью 
обладают монокристаллические плёнки железо-иттриевого грана-
та (ЖИГ), а из металлических ферромагнитных плёнок – поликри-
сталлические пермаллоевые плёнки (состав Ni0,82Fe0,18). Моно-
кристаллические плёнки ЖИГ выращивают на монокристалличе-
ской подложке галлий-гадолиниевого граната методом жидко-
фазной эпитаксии. Поэтому стоимость монокристаллических плё-
нок ЖИГ высока. Стоимость пермаллоевых плёнок значительно 
ниже, так как их получают методом вакуумного напыления. 

Расчёт волн основного типа в микрополосковой линии переда-
чи на слоистой подложке, содержащей ферритовую плёнку, опи-
сан в работах [8–10]. 

В настоящей работе выполняется расчёт волн основного типа 
в многопроводной микрополосковой линии передачи на слоистой 
подложке, содержащей металлическую магнитоодноосную фер-
ромагнитную плёнку. 

КОНСТРУКЦИЯ ЛИНИИ 
Поперечное сечение рассматриваемой многопроводной мик-

рополосковой линии передачи изображено на рис. 1. 
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Рис. 1. Поперечное сечение линии передачи 
1 – диэлектрическая пластина, 2 – диэлектрическая плёнка, 3 – магнитная плёнка 

Подложка линии состоит из трёх слоев. Верхний диэлектриче-
ский слой (1) является самым толстым. Это — пластина, выпол-
ненная из высокочастотной керамики, например, поликора. Ниже 
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располагается диэлектрическая прослойка (2), отделяющая ке-
рамическую пластину (1) от металлической ферромагнитной 
плёнки (3). Диэлектрическая прослойка (2) используется для су-
жения ширины линии ФМР в магнитной плёнке (3). 

Под слоистой подложкой располагается плоский металличе-
ский экран линии передачи. Сверху на свободной поверхности 
подложки лежат параллельные полосковые проводники. Количе-
ство полосковых проводников n, их ширина w i и координата x i 
( i =1, 2, 3, … n) могут быть произвольными. Все полосковые про-
водники и металлический экран предполагаются идеальными. 
Толщина полосковых проводников предполагается нулевой. 

θM 

полосковый проводник 

z

x 

n  (ОЛН)

H0 M, eM 

eθ 

θk

θM
θH
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Рис. 2. Направления полей и намагниченности в плоскости плёнки 

H0 – внешнее поле, M – равновесная намагниченность, Hk – поле анизотропии, 
n – вектор ОЛН 

Металлическая ферромагнитная плёнка имеет конечную про-
водимость σ. В случае пермаллоевой плёнки её проводимость 
σ = 2,5⋅106 Ом−1⋅м−1 [11]. Магнитные потери в ферромагнитной 
плёнке будем характеризовать шириной линии ФМР ΔH на часто-
те F 1 = 1 ГГц  для случая, когда СВЧ магнитное поле параллельно 
плоскости плёнки и перпендикулярно равновесному вектору на-
магниченности M. 
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Ферромагнитная плёнка обладает одноосной наведённой маг-
нитной анизотропией, характеризуемой полем Hk и единичным 
вектором n направления оси лёгкого намагничивания (ОЛН). Эта 
ось лежит в плоскости плёнки под углом θ k к полосковым провод-
никам линии передачи, как показано на рис. 2. 

Предполагается, что внешнее постоянное магнитное поле H0 
параллельно плоскости плёнки и направлено под углом θH к по-
лосковым проводникам. Равновесная намагниченность плёнки M 
под воздействием внешнего магнитного поля и поля одноосной 
магнитной анизотропии ориентируется в плоскости плёнки под 
углом θM к полосковым проводникам. Реальное же наличие нор-
мальной к поверхности плёнки составляющей внешнего магнит-
ного поля при большой намагниченности насыщения (у пермал-
лоя 4πM ≈10000 Гс) и малой величине внешнего поля (H0 < 10 Э), 
может привести лишь к незначительному отклонение вектора 
равновесной намагниченности из плоскости пленки и ничтожному 
изменению угла θM, а, следовательно, и компонентов тензора 
магнитной проницаемости на СВЧ. 

ТЕНЗОР МАГНИТНОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ 
Рассчитаем тензор магнитной проницаемости ферромагнитной 

плёнки во внешнем постоянном магнитном поле H0 для слабого 
внутреннего СВЧ поля H при наличии одноосной магнитной ани-
зотропии. Расчёт будем выполнять в гауссовой  системе еди-
ниц, как принято в физике магнитных явлений [12]. Плотность 
энергии рассматриваемой магнитной плёнки выражается форму-
лой 

( ) 2 2
0

1( ) 2
2

k
y

H
W M

M
= − + − + πM H H Μn , (1) 

где первое слагаемое есть энергия магнитных моментов в маг-
нитном поле (зеемановская энергия), второе слагаемое – энергия 
одноосной магнитной анизотропии, третье слагаемое – энергия 
постоянного размагничивающего поля, препятствующая отклоне-
нию равновесной намагниченности из плоскости плёнки. Энерги-
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ей обменного взаимодействия пренебрегаем, так как длина неод-
нородностей СВЧ магнитного поля, обусловленных структурой 
поперечного сечения линии передачи, много больше радиуса об-
менного взаимодействия. 

Движение вектора намагниченности M описывают уравнением 
Ландау-Лифшица 

eff

t M
∂ α= −γ × + ×
∂

M M H M
t
∂
∂

M , (2) 

где γ – магнитомеханическое отношение, H e f f  – эффективное маг-
нитное поле, α – безразмерный параметр, описывающий затуха-
ние. Второе слагаемое в (2) называют диссипативным членом в 
форме Гильберта. В случае, когда намагниченность имеет чисто 
спиновую природу (g s =2), магнитомеханическое отношение 
γ = 1,7608⋅107 с−1⋅Э−1. Эффективное магнитное поле определяется 
формулой 

eff Wδ= −
δ

H M . (3) 

В формуле (3) функциональная производная в отсутствие обмен-
ной энергии в (1) вырождается в частную производную. 

Подставляя (1) в (3) и вычисляя производную, находим эф-
фективное поле 

( )0
keff H

M
= + +H H H Μn n  (4) 

для случая, когда внешнее поле H0 параллельно плоскости плён-
ки и равновесная перпендикулярная составляющая намагничен-
ности M y = 0. 

Из уравнения (2) видно, что равновесная намагниченность 
плёнки параллельна постоянной составляющей эффективного 
поля H e f f. Отсюда, используя (4), получаем уравнение для угла 
равновесного направления намагниченности в плоскости плёнки 

0

0

sin cos( )sin
tg

cos cos( )cos
H k M

M
H k M

k

k k

H H
H H

kθ + θ − θ
θ =

θ
θ + θ − θ θ

. (5) 
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Уравнение равновесия, записанное в форме (5), легко решается 
численно итерационным методом, который всегда быстро схо-
дится. 

Для нахождения СВЧ магнитной восприимчивости решается 
линеаризованное уравнение (2), в котором сохранены только ли-
нейные члены по СВЧ составляющим вектора намагниченности M 
и внутреннего магнитного поля H, изменяющиеся во времени по 
закону exp(– iω t), и отброшены все квадратичные члены [1, 12]. 
Расчёт удобнее выполнять в системе координат с ортами eM, eθ, 
ey, связанной с равновесным направлением намагниченности M 
(рис. 2). В этой системе координат тензор относительной магнит-
ной проницаемости имеет вид 

θθ θ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ = μ μ⎢
⎢ ⎥μ μ⎣ ⎦

1 0 0
ˆ 0

0
r ⎥y

y y y

, (6) 

где 
2

2 1
2 2

1 2 1 2
2

2 2
2 2

1 2 1 2

( )
, ,

( )
, .

M M
y

M M
y yy

θθ θ

θ

Ω Ω +Ω −ω − ωΩ
μ = μ =

Ω Ω −ω Ω Ω −ω
ωΩ Ω Ω +Ω −ω

μ = μ =
Ω Ω −ω Ω Ω −ω

i

i  (7) 

В формулах (7) использованы обозначения 

1 0
2

2 0

[ cos( ) cos2( )]
[ cos( ) cos ( )]
4 .

H M M

H M M

M

k k

k k

H H
H H

M

Ω = − + −θ − ω
Ω = − + −θ − ω
Ω =

γ θ θ θ
γ θ θ θ
γ π

i
i

,
.

α
α  (8) 

ПОТОК ИНДУКЦИИ МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
Далее весь расчёт будем выполнять в системе единиц СИ. По-

гонный поток Ψi индукции магнитного поля B(x, y), пронизываю-
щий участок площади продольного сечения связанных микропо-
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лосковых линий между i-м проводником и экраном, выражается 
формулой 

dΨ =∫∫B si i

=

. (9) 

Векторный потенциал магнитного поля A(x, y) определим 
формулами 

rot ,  div 0=B A A  (10) 
с граничными условиями 

,
lim ( ,  ) 0

x y
x y

→ ± ∞
=A . (11) 

Так как на поверхности проводника нормальная составляющая 
индукции B y (x) обращается в нуль, то из (10) следует, что потен-
циал A(x, y) = const в пределах поверхности проводника. Причём 
потенциал безграничного экранирующего проводника должен  
согласно (11) обращаться в нуль. 

Подставляя (10) в (9), получаем 

rot dΨ = ∫∫ A si i . (12) 

Используя теорему Стокса и учитывая обращение в нуль по-
тенциала A(x, y) на поверхности экрана и отсутствие зависимости 
от z, находим 

AΨ =i i , (13) 

где A i – z-составляющая векторного потенциала на поверхности 
i-го проводника.  

ВЕКТОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
Рассчитаем в квазистатическом приближении векторный по-

тенциал магнитного поля A(x,y) вне области металлической фер-
ромагнитной плёнки. Для этого запишем уравнения Максвелла 

rot = t∂ ∂ +H D j , (14) 

rot = t−∂ ∂E B , (15) 
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где H = B /μ0  – вектор напряжённости магнитного поля, а j – объ-
ёмная плотность токов проводимости, связанная с поверхност-
ными токами на полосковых проводниках J i(x) формулой 

1
( ) ( )x y h h

=

= −δ∑j J
n

i −f d
i

. (16) 

Подставляя первое равенство формулы (10) в уравнение (14) 
и пренебрегая ничтожно малыми токами смещения ∂ ∂ tD  по 
сравнению с токами проводимости j, получаем уравнение магни-
тостатики для векторного потенциала 

0rot rot = μA j . (17) 

С учётом второго равенства формулы (10), уравнение (17) 
принимает вид уравнения Пуассона 

2 2 2 2
0=x y⎡ ⎤∂ ∂ +∂ ∂ −⎣ ⎦ μA j . (18) 

В квазистатическом приближении поверхностные токи J i(x) на 
полосковых проводниках не имеют поперечных составляющих. 
Поэтому согласно (18), (16) единственной ненулевой составляю-
щей векторного потенциала магнитного поля вне ферромагнитной 
плёнки (y > 0) является Az(x, y). 

Найдём потенциал Az(x, y) в области y > 0. Для этого выполним 
преобразования Фурье 

( , ) ( , )e x
zA y A x y dxβ

−

∞

∞

β = ∫ i , (19) 

( ) ( )e xJ J x
−

dx
∞

β

∞

β = ∫ i
i i . (20) 

Тогда уравнение (18) принимает вид обыкновенного диффе-
ренциального уравнения 

2 2 2 ( , ) 0y A y⎡ ⎤−β β =⎣ ⎦∂ ∂ . (21) 



 - 11 -

Получим граничные условия для Фурье-трансформанты 
( , )A yβ . На границе раздела слоёв на высоте yi = h f + hd должны 

выполняться условия 

1
( , ) ( , ) ( ),

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) .

n
H x y H x y J x

B x y B x y

H x y H x y

=

= +

=

=

∑0 0

0 0

0 0

x xy y y y
k

y yy y y y

z zy y y y

i i

i i

i i

= − = +

= − = +

= − = +

k

 (22) 

Отсюда, используя (10), получаем граничные условия для Фу-
рье-трансформанты векторного потенциала 

00 10

0 0

( , ) ( , ) ( ),

( , ) ( , ) .

ky y ky y

y y y y

A y A y Jy y

A y A y

= + == −

= − = +

∂ ∂
β = β + μ

∂ ∂

β = β

∑
i

i

i i

n
β

 (23) 

В верхней полуплоскости вдали от полосковых проводников 
граничное условие имеет вид 

( , ) 0
y

A y
=∞

β = . (24) 

Общее решение уравнения (21), удовлетворяющее только гра-
ничным условиям (23), (24), имеет вид 

( )

( )
1

( )
1

0

1

при  ,

при 0 .

( , )

( )e

( )e

( ) ( )

f d

f d

y h h

y h h

f d k
k

y h h

y h h

A y

A

A

sh y h h J

− β − −

− β − −

=

> +

< < +

β =

⎧ β
⎪
⎪⎪ β +=⎨
⎪ μ
+ β − − β⎪
β⎪⎩

∑

f d

f dn

 (25) 

На поверхности ферромагнитной плёнки (yi = 0) граничные ус-
ловия (22) для Фурье-трансформанты принимают вид 
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0 0
0

1
0

0 0

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ,

0 ( , )

x y y
y y

yy y y y

z y y

A y H yy

A y B y

H y

= +
= −

−

= − = +

= +

∂
β = μ β

∂

β = β β

= μ β

i
i

i i

i

i
0

,

 (26) 

где ( , ),  ( , ),  ( , )H y B y H yβ β βx y z  – Фурье-трансформанты напря-

жённости и индукции магнитного поля в ферромагнитной плёнке. 
Таким образом, для нахождения неопределённого коэффици-

ента A1 в формуле (25) с помощью граничных условий (26) требу-
ется сначала рассчитать Фурье-трансформанты магнитного поля 
в ферромагнитной плёнке. 

КВАЗИСТАТИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ В 
МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ ФЕРРОМАГНИТНОЙ ПЛЁНКЕ 
Рассчитаем однородные вдоль оси z квазистатические коле-

бания в плёнке, при которых все колеблющиеся величины изме-
няются во времени по закону exp(– iω t). Запишем уравнения Мак-
свелла для этого случая 

rot ( , ) ( , )x y x y= ωE Bi , (27) 

rot ( , ) ( , ) ( , ),x y x y x y= − ω +H D ji  (28) 

где 

( , ) ( , )x y x= yσj E . (29) 

Исключая поле E в системе уравнений (27)−(29) и пренебрегая 
токами смещения t∂ ∂D  по сравнению с токами проводимости j, 
получаем дифференциальное уравнение второго порядка для 
магнитного поля 

rot rot = ωσH i B . (30) 

Вычисляя роторы, получаем 



 - 13 -

i

i

i

∂ ∂− = ωσ
∂ ∂ ∂
∂ ∂− = ωσ

∂ ∂ ∂
∂ ∂− − = ωσ
∂ ∂

2 2

2

2 2

2

2 2

2 2

,

,

.

y x x

x y

z z

H Hx y y

H Hx y x

H H
x y

y

z

B

B

B

 (31) 

Пренебрегая производными ∂/∂x по сравнению с производны-
ми ∂/∂y, отличающимися большой величиной из-за сильного за-
тухания СВЧ мощности в электропроводящей среде, получаем 

2

2

2

2

2

0,

0,

0.

x

z

H B
y

H Bx y

H B
y

∂ + ωσ =
∂
∂− + ωσ

∂ ∂
∂

=

+ ωσ =
∂

i

i

i

x

x y

z

 (32) 

Выполняя преобразование Фурье 

( , ) ( , ) e , ( , ) ( , ) e ,x xy x y dx y x yβ β
∞ ∞

∞ ∞
β = β =∫ ∫H H B Bi i

− −

dx  (33) 

систему уравнений (32) приводим к виду 
2

2

2

2

( , ) ( , ) 0,

( , ) ( , ) 0,

( , ) ( , ) 0.

x x

x y

z z

H y B y
y

H y B yy

H y B y
y

∂ β + ωσ β =
∂
∂− β + ωσ β
∂
∂

=

β + ωσ β =
∂

β

i

i

i

i  (34) 

По формулам 

,cos sin
sin cos

x M M

z M M

H H H
H H H

θ

θ

= θ +
= − θ + θ

M

M

θ
 (35) 
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перейдем к компонентам магнитного поля в системе координат, 
связанной с равновесной намагниченностью. Подставляя (35) в 
(34), получаем 

2

2

2

2

( , ) ( , ) 0,

( , ) ( , ) 0,

( , )cos ( , )sin ( , ) 0.

M M

M M M y

H y B y
y

H y B y
y

H y H y B yy

θ θ

θ

∂ β + ωσ β =
∂
∂ β + ωσ β =
∂

∂ ⎡ ⎤β β θ + β θ −ωσ β =⎣ ⎦∂

i

i  (36) 

Выражая индукцию B  через напряжённость H  магнитного по-
ля, получаем 

2
2

2 ( , ) 0,Mk H y
y

⎡ ⎤∂ + β =⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 

2
2 2

2 ( , ) ( , ) 0,y yk H y k H y
y θθ θ θ

⎡ ⎤∂ + μ β + μ β =⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 (37) 

2
θ θ

2

sinθ ( , ) cosθ μ ( , )

μ ( , ) 0,

M M M y

yy y

H y k H yy y
k H y

∂ ∂⎡ ⎤β β + β +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
+ β

i

i

β +

=
 

где 

0k = ω μσi . (38) 

Система (37) имеет два решения, удовлетворяющие гранич-
ному условию на поверхности идеально проводящего экрана 

( , ) 0
m

y y h
B y

= −
β = . (39) 

Эти решения отличаются поляризацией. Первое решение имеет 
вид 
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( )

( )

( )
0

sin cos ( )
( , ) ,cos( )

sin sin ( )
( , ) ,cos( )

cos cos ( )
( , ) .cos( )

M m
x

m

M m
y

m

M m
z

m

k y h
H y Ck h

k y h
B y Ck k h

k y h
H y Ck h

θ +
β =

β θ +
β = − μ

θ +
β =

i  (40) 

Оно отвечает поляризации, при которой намагниченность ферро-
магнитной плёнки не участвует в колебаниях. 

Второе решение имеет вид 

( )

( )

( )

0

cos cos ( )
( , ) ,cos( )

cos sin ( )
( , ) ,cos( )

sin cos ( )
( , ) ,cos( )

M m
x

m

M m
y

m

M m
z

m

k y h
H y Ck h

k y h
B y Ck k h

k y h
H y Ck h

⊥
⊥

⊥

⊥⊥
⊥

⊥ ⊥

⊥
⊥

⊥

θ +
β =

θ +μ μ β
β = −

θ +
β = −

i  (41) 

где 
2

y y y⊥ θθ θμ = μ + μ μ , (42) 

k k⊥ = μ ⊥ . (43) 

Из формулы (41) видим, что затухание колебаний вглубь фер-
ромагнитной плёнки, обусловленное магнитными потерями, оп-
ределяется эффективной магнитной проницаемостью μ .⊥  Со-
гласно (7) имеем 

2
1 2

2
1 2

( )( )
( )

M M

M
⊥

Ω +Ω Ω +Ω −ωμ =
Ω Ω +Ω −ω

. (44) 

Мнимая часть μ⊥  максимальна на частоте ферромагнитного 
резонанса, когда знаменатель формулы (44) становится чисто 
мнимой величиной. 
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Установим связь параметра затухания α в формулах (8) с ши-
риной линии ферромагнитного резонанса ΔH. Для этого рассмот-
рим частный случай, когда 

0H Mk= = =θ θ θ . (45) 

Тогда формула (44) принимает вид 

[ ]( )
[ ]( ) [ ]( )

2 2
0

2
0 0

4
4

k

k k

H H M
H H H H M⊥

+ + − ω −ω
μ =

+ − αω + + − ω −ω

γ π α
γ γ π αi

i
i

.(46) 

Отсюда частота ФМР 

ФМР 0 0( )( 4k kH H H H Mω = γ + + + π )
ω

. (47) 

Пусть H0 таково, что ФМР 1ω = , где  отвечает, например, 

циклической частоте 1 ГГц. Тогда из (46) находим 
1ω

12
Hγ Δα =
ω

, (48) 

где ΔH – ширина линии ФМР по уровню ½ от ⊥′′ maxμ  на частоте 

 при  1ω 0.θ θH k= =

Суммируя решения (40) и (41), получаем 
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( )

( )

( )

( )

( )

( )

0

0

sin cos ( )
( , ) cos( )

cos cos ( )
,cos( )

sin sin ( )
( , ) cos( )

cos sin ( )
,cos( )

cos cos ( )
( , ) cos( )

sin cos ( )
co

M m
x

m

M m

m

M m
y

m

M m

m

M m
z

m

M m

k y h
H y Ck h

k y h
Ck h

k y h
B y Ck k h

k y h
Ck k h

k y h
H y Ck h

k y h

⊥
⊥

⊥

⊥⊥
⊥

⊥ ⊥

⊥

θ +
β = +

θ +
+

θ +
β =− μ β −

θ +μ
− μ β

θ +
β = −

θ +
−

i

i

.s( )m
Ck h ⊥

⊥

 (49) 

Подставляя выражения (25) и (49) в граничные условия (26), 
находим Фурье-трансформанту векторного потенциала магнитно-
го поля на уровне полосковых проводников 

( ) ( )
( )

−

= +

=

β β + + β +
β = ×

⎡ ⎤+ β β +⎣ ⎦

× μ β∑

1

0
1

sh ( ) ch ( )
( , )

1 exp ( )

( ) ,

df

f d m f d

y h h
m f d

n

k
k

h h C h h
A y

C h h

J
 (50) 

где 

2 2tg ( ) tg ( )sin cosm
M M

m
m

k h k hC k k
⊥ ⊥

⊥

μ
= +θ θ . (51) 

Это единственный комплексный коэффициент, который полно-
стью описывает влияние металлической ферромагнитной плёнки 
на распространение квазипоперечных волн в многопроводной 
линии передачи. 
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БЕЗРАЗМЕРНАЯ МАТРИЦА ПОГОННОЙ 
ИНДУКТИВНОСТИ 

Вычислим поток индукции магнитного поля Ψi на i-м полоско-
вом проводнике. Для этого формулу (13) представим в виде 

( )I A J x dx
−

∞

∞

Ψ = ∫i i i i . (52) 

Внося константу A i под знак интеграла, и учитывая, что она 
равна функции Az(x, y) при y = h f + hd , получаем 

( , ) ( )
f d

z y h h
I A x y J x d

= +−
x

∞

∞
Ψ = ∫i i i . (53) 

Подставляя в (53) Фурье-трансформанту (20), получаем 

*1 ( , ) ( )
2 f dy h h

I A y J
= +−

d
∞

∞
Ψ = β β β∫πi i i . (54) 

Формула (54) после подстановки в неё выражения (50) принимает 
вид 

( ) ( )
( )i i

n

i

−∞

−∞

=

β β + + β +μ
Ψ = ×

π ⎡ ⎤+ β β +⎣ ⎦

× β β β

∫

∑

1
0

1

*

sh ( ) ch ( )
2 1 exp ( )

( ) ( ) .

f d m f d

m f d

k
k

h h C h h
I

C h h

J J d
 (55) 

Поверхностную плотность токов на полосковом проводнике 
будем искать в виде ряда 

i
mi i

∞

=

=
π −

∑2 0

2( ) ( )
1

J x A T u
w u

i m m i

w

, (56) 

где Tm(x) – многочлен Чебышева первого рода степени m. Коэф-
фициенты A i m – вещественные функции x, постоянные на участке 
x i−wi/2 < x < x i +wi /2 и равные нулю в остальной части. Перемен-
ная u i задана формулой 

2( ) /u x x= −i i i . (57) 
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Общий множитель перед знаком суммирования в (56) записан из 
требования, чтобы каждый член ряда удовлетворял условию 
Мейкснера на ребре [13]. Первый коэффициент разложения дол-
жен быть A i 0 = I i , где I i – интегральный ток на i-м полосковом 
проводнике. Это значение вытекает из условия 

( )
x

I J x
= −

∞

∞
= ∫i i dx . (58) 

Подставляя (56) в (20), получаем Фурье-трансформанту тока 

ii m
i i m m

m
i

∞
β

=

β = β∑
0

( ) e ( / 2)xJ A J iw , (59) 

где использовано интегральное представление для функции Бес-
селя первого рода порядка m 

i
m m m

i

π
ϕ

ϕ=

=
π ∫ cos

0

1( ) e cos ( )xJ x dϕ ϕ

)m

. (60) 

Подставляя (59) в (55) и используя чётность функции Бесселя 

( ) ( 1) (J x J x− = − m
m , (61) 

получаем 
n

i i i m k l i m k l
k l m

∞

= =

μ
Ψ =

π ∑ ∑0

1 , 0
I A A w , (62) 

где 

( )
i m k l m i l k

i k m l

∞
= ψ β β β ×∫

× β − +π − β
0

( ) ( /2) ( /2)

cos ( ) ( ) /2 ,

w J w J w

x x d
 (63) 

( ) ( )
( ) ( )

−β β + + β +
ψ β =

+ β β +

1sh ( ) ch ( )
( )

1 exp ( )
f d m f d

m f d

h h C h h

C h h
. (64) 

Матричные элементы L i k безразмерной комплексной погонной 
индуктивности полосковых проводников, учитывающей омические 
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и магнитные потери в металлической ферромагнитной плёнке, 
определим формулой 

0
1
L I

=

Ψ = μ ∑
n

i k k
k

i . (65) 

Подставляя определение (65) в равенство (62), получаем 

1 1 , 0

1L I A A w
I= = =

∞
=
π∑ ∑ ∑

n

k
k k l m

n

i mi k k l i m k l
i

. (66) 

Заметим, что неопределённые коэффициенты A i m в формуле 
(66) являются функциями вещественных токов I k . Их значения 
найдём из условия минимума энергии магнитного поля Wm при 
заданных токах на проводниках I k . Эта энергия является положи-
тельно определённой квадратичной формой от токов 

( )0
, 1

1 Re
2

W L
=

= μ ∑m
i k

n
I Ii k i k . (67) 

Используя определение (65), энергию (67) перепишем в виде 
n

m
i

= Ψ∑
1

1Re
2

W
=

i iI . (68) 

Подставляя в (68) выражение (62), получаем 

0

1 0, ,
Re

2
W A A

= =

∞μ
=

π ∑ ∑
n

m i m k l i m k l
i k l m

w . (69) 

Для минимизации энергии Wm продифференцируем выраже-
ние (69) по искомым коэффициентам A k l  для k = 1, 2, 3, … n,  и  
l = 1, 2, 3, … и приравняем нулю. Получаем алгебраическую сис-
тему неоднородных линейных уравнений 

0
1 1 1

Re ReA w I w
= = =

∞
= −∑ ∑ ∑

n n

i m i m k l i i k l
i im

 (70) 

для расчёта коэффициентов разложения A k l  по заданным токам 
I k  на полосковых проводниках. 
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Система уравнений (70) для заданных значений токов I i может 
быть решена численно, если в формуле (56) при суммировании 
по m ограничиться конечным числом слагаемых. На практике, ко-
гда ширина полосковых проводников w i порядка толщины под-
ложки или меньше, многочленами Tm(u i ) степени m > 2 в форму-
ле (56) можно пренебречь. 

Расчёт элементов погонной матрицы индуктивности начнём с 
диагональных элементов. Для этого выделим i-й полосковый 
проводник и рассмотрим случай, когда все токи I k на полосковых 
проводниках равны нулю, кроме одного тока I i на i-м проводнике. 
Тогда формула (66) примет вид 

2
1 , 0

1 ( ) ( )L A I A I
I = =

∞
=
π ∑ ∑

n

i i i k l i i m k l
k l mi

i m w . (71) 

Здесь и ниже в списке аргументов функций A i m  перечисляются 
отличные от нуля токи. 

Для расчёта недиагонального элемента L i j  рассмотрим слу-
чай, когда все токи I k равны нулю кроме двух токов I i и I j на i-м и 
j-м проводниках. Тогда из формулы (68) находим 

1 , 0

1 ( , ) ( , )L A I I A I I w
I I = =

∞
= −
π ∑ ∑

n

i j i m k l i m k l i i i j
i j k l m

i j i j L I I  (72) 

Таким образом, формулы (51), (63)–(64), (70)–(72) позволяют 
рассчитать все комплексные элементы безразмерной матрицы 
погонной индуктивности полосковых проводников связанных мик-
рополосковых линий. 

ПОТЕНЦИАЛ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ 
Вычислим потенциал электрического поля, создаваемого 

электрическими зарядами на полосковых проводниках связанных 
микрополосковых линий. Внутри металлической ферромагнитной 
плёнки электрическое поле в квазистатическом приближении от-
сутствует. Поэтому решение будем искать только для y > 0. Най-
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дём вещественную функцию Φ(x, y), удовлетворяющую двумер-
ному уравнению Пуассона 

2 2

2 2
0

1( , ) ( , )
( )r

x y
yx y

⎡ ⎤ −+ Φ = ρ⎢ ⎥ ε ε⎣ ⎦

∂ ∂
∂ ∂

x y , (73) 

где объёмная  плотность зарядов ρ( , )x y  связана с поверхност-
ной (суммарной по обеим поверхностям) плотностью зарядов 
ρ ( )xs i  на i-м полосковом проводнике формулой 

1
( , ) ( ) ( )x y x y h

=
ρ = ρ δ − −∑

n
hs i f

i
d . (74) 

Выполним преобразования Фурье 

iβ
∞

∞

Φ β = Φ∫( , ) ( , ) e xy x y
−

dx , (75) 

( ) ( ) e xx dxβ

−

∞

∞

ρ β = ρ∫ i
s i s i . (76) 

Тогда уравнение (73) для Фурье-трансформанты потенциала 
( , )yβΦ  вне полосковых проводников принимает вид 

( )2 2 2 ( , ) 0y y∂ ∂ −β Φ β = . (77) 

На границах раздела слоёв y i =h f и y i =h f +hd должны выпол-
няться условия 

0y y y y= − = +
Φ =Φ

i i 0
, (78) 

0 0
0 0

r r y y
y y y yy y =
= − = +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ε ε Φ = ε ε Φ + ρ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦ i
i i

s i . (79) 

Потенциал в бесконечности и на поверхности металлической 
ферромагнитной плёнки, расположенной на безграничном прово-
дящем экране, должен обращаться в нуль. Поэтому имеем ещё 
два граничных условия 
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0
,0

y y= = ∞
Φ = Φ = 0.  (80) 

В общем случае решения уравнений (77) и (80) имеют вид 

( )

( )
1

( )
2

( )
3

4

при ,

при ,

при 0 .

e

e
( , )

e

sh

d f

d f

d f

y h h

y h h

y h h

y h h

h y h h

y h

A

A
y

A

A y

− β − −

− − −

− −

β

β

≥ +

≤ ≤ +

≤ ≤

⎧
⎪
⎛ ⎞⎪ +⎪⎜ ⎟Φ β = ⎨⎜ ⎟+⎪⎝ ⎠
⎪ β⎪⎩

d f

f d f

f

 (81) 

Сшивая решения формулами (78)–(79) при y i = hd + h f , получаем 

1 2 3A A A= + , (82) 

2 3 1
10

1 ( )A A A
=

−ε + ε = − + ρ β
β ε ∑

n

d d s j
j

. (83) 

Аналогично сшивая при y i = h f , имеем 

4 2 3

4 2 3

,

.

sh ( ) e e

ch ( ) e e

d

d d

h hd

h

A h A A

A h A A

β − β

β − β

β = +
ε

β = − +
ε

f

f
f

d

h
 (84) 

Из (84) находим 

2 4

3 4

,

.

1 sh ( ) ch ( ) e2

1 sh ( ) ch ( ) e2

d

d

h

h

A h h A

A h h

− β

β

ε⎡ ⎤
= β − β⎢ ⎥ε⎣ ⎦

ε⎡ ⎤
= β + β⎢ ⎥ε⎣ ⎦

f
f f

f
f f

d

d
A

 (85) 

Подставляя (85) в (82), получаем 

1 4sh ( )ch ( ) ch ( )sh ( )A h h h h
⎡ ⎤

= β β + β β⎢ ⎥
⎣ ⎦

ε
ε

f
f d f d

d
A . (86) 

Подставляя (85), (86) в (83), находим 
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f d d f

d f f

f f

n
d

sj
f d

n

sj
j
n

sj
jd
n

sj
d

=

−

=

=

=

β

β

ε β + ε β
= ρ

β ε

ε β − ε
= ρ

β β ε

ε β + ε
= ρ

β β ε
ε

= ρ
β β β ε

∑

∑

∑

∑

1
10

2
10

3
10

4
10

th ( ) th ( )
( ),

th ( )1 e (
2 ch ( )

th ( )1 e (
2 ch ( )

( ),
ch ( )ch ( )

d

d

h

dh

j

j

h h
A

D
h

A
h D

h
A

h D

A
h h D

β

β

β

β

),

),
 (87) 

где 

th( ) 1 th( ) th( )D h h⎡ ⎤= ε ε + ε β + ε + ε β β⎣ ⎦ hf d f d d d d f . (88) 

Подставляя (87) в (81), находим Фурье-трансформанту для по-
тенциала на высоте i-го полоскового проводника y i = hd + h f

i
j

n
−

=

= ε β ρ βΦ β ϕ∑1
0

1
( ) ( ) ( )sj . (89) 

где вещественная функция 

f d d f

f d f d d d d f

−⎡ ⎤ε β +ε β β⎣ ⎦β =
⎡ ⎤ε ε +ε β +ε +ε β β⎣ ⎦

ϕ
1th( ) th( )

( )
th( ) 1 th( ) th( )

h h

h h h
. (90) 

Вычислим погонную плотность энергии электростатического 
поля 

0

1
2

x y

W
= − =

dx dy
∞ ∞

∞

= ∫ ∫ DEe . (91) 

Так как 

grad= − ΦE , (92) 
то 

0

1 grad
2

x y

W
= − =

dx dy
∞ ∞

∞

= − Φ∫ ∫ De . (93) 
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Используя правило действий с оператором ∇, получим 

( )
0

1 div div
2

x y

W d
= − =

x dy
∞

∞

∞
⎡= − Φ −Φ⎣∫ ∫ D De ⎤⎦ . (94) 

Согласно теореме о дивергенции интеграл от первого члена в 
квадратных скобках равен интегралу  по замкнутому контуру, 
проходящему по ферромагнитной плёнке и замыкающемуся в 
бесконечности в верхней полуплоскости. Так как потенциал от 
зарядов равен нулю на поверхности ферромагнитной плёнки и в 
бесконечности, то интеграл по контуру будет равен нулю. Поэто-
му получаем 

DΦ n

e
= − =

∞ ∞

∞

= Φ∫ ∫
0

1 div
2

x y

W D dxdy . (95) 

Учитывая, что  является объёмной плотностью зарядов, 
а заряды располагаются только на проводниках с поверхностной 
плотностью ρ

divD

s j , то 

n

i s i
i

e
= −

∞

∞

= Φ ρ∑ ∫
1

1 ( , ) ( )
2

W x y x dx . (96) 

После выполнения преобразований Фурье (75), (76) формула 
(96) принимает вид 

n

e i si
i

∞

= − ∞

= Φ β ρ β
π ∑ ∫ *

1

1 ( ) ( )
4

W βd . (97) 

Поверхностную плотность зарядов ρ ( )xs i  будем искать в виде 

разложения в ряд по многочленам Чебышева 

si
mi i =

∞
ρ =

π −
∑2 0

2( ) ( )
1

i m m ix A T u
w u

, (98) 

где величина u i определена формулой (57). Здесь коэффици-
енты разложения A i m  вещественные функции x, постоянные 
на участке x i – w i /2 < x < x i + w i /2 и равные нулю в остальной час-
ти. Первый коэффициент A i 0 =Q i , что следует из условия 
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( )
x

Q
=−

∞

∞
= ρ∫i si x dx . (99) 

После выполнения преобразования Фурье формула (98) при-
нимает вид 

m

m

ii
si i m m iiβ

=

∞
ρ β = β∑

0
( ) e ( / 2)x A J w . (100) 

Подставляя (100) в (97), получаем 
n

e i m j l i m j l
i j m l= =

∞
=

πε ∑ ∑
0 1 , 0,

1
2

W A A w , (101) 

где 

i m j l m i l j

i j m l

∞
= ϕ β β β ×∫

π× β − + − β
0

.

( ) ( /2) ( / 2)

cos [ ( ) ( )]
2

w J w J w

x x d
 (102) 

Дифференцируя выражение (101) по коэффициентам A j l , где 
j =1, 2, … n, l =1, 2, 3, … и приравнивая производные нулю, полу-
чаем систему линейных уравнений для нахождения коэффициен-
тов разложения A i m, минимизирующих погонную плотность энер-
гии электрического поля 

n n

i m i m j l i i j l
i m i= = =

∞
= −∑∑ ∑ 0

1 1 1
A w Q w . (103) 

Решая систему неоднородных линейных уравнений (103), мож-
но найти коэффициенты разложения A im для функции плотности 
поверхностных зарядов на полосковых проводниках ( )xρs i , отве-

чающие зарядам Q i. 

Рассчитаем напряжение Ui на i-м полосковом проводнике, от-
вечающее зарядам Q j ( j = 1, 2, … n) с Q i ≠ 0. Для этого запишем 
тождество 

,
( , ) ( )

f dx x y h h
U Q x y x dx

= = + −

∞

∞
=Φ ρ∫

i
i i si . (104) 
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Внося функцию Φ(x, y) под знак интеграла, получаем 

i i i s i
−

∞

∞
= Φ ρ∫ ( , ) ( )U Q x y x dx . (105) 

После выполнения преобразования Фурье имеем 

i i i si
−

∞

∞
= Φ β ρ β∫π

*1 ( ) ( )
2

U Q dβ . (106) 

Формула (106) после подстановки в неё Фурье-трансформанты 
(89), принимает вид 

n

i si
ji = −

s j

∞

∞
= ϕ β ρ β ρ∑ ∫πε

*

10

1 ( ) ( ) ( )
2

U d
Q

β β . (107) 

Подставляя в (107) разложение (100) для функции ( )ρ βsi , нахо-

дим напряжение на i-м проводнике 

n

i i m
i j m l= =

∞
=
πε ∑ ∑

0 1 , 0

1U w
Q j l i m j lA A . (108) 

где матрица w  определяется формулой (102). im j l

Таким образом, формулы (102), (103) и (108) позволяют при 
заданных зарядах Q j  найти коэффициенты разложения A im для 
поверхностной плотности зарядов ρ ( )xsi  и по ним рассчитать на-

пряжение U i на i-м проводнике. 

БЕЗРАЗМЕРНАЯ МАТРИЦА ПОГОННОЙ ЁМКОСТИ 

Найдём элементы Ci j безразмерной матрицы погонной ёмко-
сти полосковых проводников C, определяемых формулой 

0
1

Q C
=

= ε ∑
n

i i
j

Uj j . (109) 

Перепишем формулу в виде 



 - 28 -

1
0

1
U −

=

ε = ⎡ ⎤⎣ ⎦∑ C
n

Qj ji j
j

. (110) 

Обнуляя все заряды Q j на полосковых проводниках кроме од-
ного заряда Q i на i-м проводнике, находим диагональный элемент 
обратной матрицы ёмкости 

1
0 ( )U Q Q− = ε⎡ ⎤⎣ ⎦C i ii i i . (111) 

Теперь сделаем все заряды равными нулю кроме двух заря-
дов Q i и Q j . Тогда из (110) следует, что недиагональные элемен-
ты можно рассчитать по формуле 

1 1
0 ( , )U Q Q Q Q Q− −= ε −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦C Ci i j j ii j ii j . (112) 

В формулах (111) и (112) в списке аргументов функции 
 перечислены только ненулевые заряды на полоско-

вых проводниках. 

( , )U Q Qi i j

Таким образом, формулы (102), (103), (108), (111), (112) позво-
ляют рассчитать элементы обратной безразмерной матрицы по-
гонной ёмкости полосковых проводников связанных микрополос-
ковых линий. 

ПАРАМЕТРЫ КВАЗИПОПЕРЕЧНЫХ ВОЛН 
Для описания квазипоперечных волн в многопроводной линии 

передачи удобно пользоваться векторами U(z, t) и I(z, t), компо-
нентами которых являются напряжение U i(z, t) и ток I i(z, t) на i-м 
проводнике. Векторные функции U(z, t) и I(z, t) в области низких 
частот, когда продольными составляющими напряжённостей 
электрического и магнитного поля можно пренебречь, могут быть 
рассчитаны решением телеграфных уравнений 

 0( , ) ( , )z t z t
z t

− =μ∂ ∂
∂ ∂

U L I , (113) 



 - 29 -

0( , ) ( , )z t z t
z t

− =∂ ∂ε
∂ ∂

I C U . (114) 

Решение будем искать в виде бегущих гармонических волн 

( , ) exp ( )z t k z t=I Im mi i− ω

−

, (115) 

( , ) exp ( ω )z t k z t=U Um mi i , (116) 

где волновое число  m-й моды связано с эффективной прони-

цаемостью ε

km

m равенством 

m
ω= mεk c . (117) 

Подставляя выражения (115)−(116) в уравнения (113)−(114) и 
исключая вектор амплитуд напряжений Um, получаем систему од-
нородных уравнений в векторной форме 

1−= εLI C Im m m . (118) 

Выражение (118) имеет форму уравнений обобщённой линей-
ной задачи на собственное значение (εm) для двух матриц (L и 
C−1), которые легко решаются численно стандартными процеду-
рами. 

Подставляя в (113) найденный вектор токов Im  вместе с эф-
фективной диэлектрической проницаемостью εm, находим вектор 
напряжений 

m
m

=
ε
cZU mL I , (119) 

где характеристическое сопротивление свободного пространства 

0 0cZ = μ ε . (120) 

Таким образом, формулы (118) и (119) позволяют по найден-
ным выше безразмерным матрицам L и C−1 рассчитать электри-
ческие параметры m-й моды Im , Um и εm . 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Получены формулы для численного расчёта параметров рас-

пространения гармонических электромагнитных волн СВЧ в от-
крытой многопроводной микрополосковой линии передачи на 
слоистой подложке, содержащей металлическую ферромагнит-
ную плёнку. Расчёт выполнен в приближении квазипоперечных 
волн. 

Эффективные относительные диэлектрические проницаемо-
сти нормальных волн и отвечающие им амплитуды токов и на-
пряжений на полосковых проводниках линии передачи являются 
собственными значениями и собственными векторами системы 
телеграфных уравнений. 

Формулы для матриц погонной индуктивности и ёмкости по-
лосковых проводников получены в результате точного решения 
двумерных граничных задач магнито- и электростатики с исполь-
зованием преобразования Фурье. Тензор магнитной СВЧ прони-
цаемости плёнки является решением линеаризованного уравне-
ния Ландау-Лифшица. 

Магнитная плёнка обладает одноосной магнитной анизотропи-
ей, ось которой лежит в плоскости под произвольным углом к по-
лосковым проводникам. Расчёт выполнен с учётом как магнит-
ных, так и омических потерь в плёнке. 

Предполагается, что полосковые проводники и экран линии 
передачи являются идеальными проводниками. Толщина полос-
ковых проводников нулевая. 

Функции распределения поверхностных токов и зарядов по 
ширине полосковых проводников, представленные в виде рядов 
по многочленам Чебышева, рассчитываются путём минимизации 
погонных энергий магнитного и электрического поля. 

Полученные формулы могут быть использованы при матема-
тическом моделировании датчиков магнитного поля, а также пе-
рестраиваемых устройств СВЧ на основе ферромагнитных плё-
нок. 
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